MATEMATISKE MODELLER
Den hydrostatiske ligning

Hydrostatisk ligning R ny.wpd

Omskrivning af tilstandsligningen
Til standsligningen for luftarter, der viser sammenhangen mellem en
ideal luftarts tryk p, runmfang V, antal nol n og tenperaturen T,

pV=nRT

kan omskrives til en form der indehol der Boltzmanns konstant k og
m ddel nol ekyl massen m af atnmosfaxisk luft og luftens massefyl de
Benmex k, at gaskonstant en

R =k N,

hvor N, er Avogadros tal, antal nolekyler/ml. Gaskonstanten R har
enhederne J/ (mol K). Massefyl den (densiteten) = MV, hvor Mer
massen af et givet runfang V luft. Betragt ét mol | uftnolekyler.
Deres masse M= N, m det tilsvarende runfang af n = 1 nmol er ud fra
tilstandsligningen V = R T/p. Sa bliver massefyl den:

R-T/p (k N,) - T/p

p:y NA°m NA°m p-
1% k-

m
T

Slutresultatet er vigtigt, idet det giver os mulighed for at ud-
trykke luftens densitet som funktion af lufttrykket p og den
absolutte tenperatur T.

Dvelse 1

I ndsad standardtrykket p, ved havoverfladen og T = 273 K, Boltzmanns
konstant k og luftens m ddel nol ekyl mrassen m Brug SI enheder for
alle starrelser, sa resultatet bliver densiteten i kilo per kubik-
meter. Hvad bliver luftens densitet , ved havoverfl aden? Stemmer
dit resultat med tabel veadien (se Tabel 1)?

Atmosfeerens skalahgjde

Begr ebet skal ahgjde H, er nyttigt, nar man arbejder med den at no-
sfagiske fysi k. Begrebet opstar, nar man temker sig, at hele atno-
sfaaen har samme densitet og befinder sigi et tyndt lag onkring
jorden. | virkeligheden aftager atnosfearens densitet og tryk jo med
hgj den, og atnosfaren kan spores, onmend ganske sparsom, flere
hundrede kilonmeter fra jordens overfl ade.



ATMOSFARISK FYSIK - VIGTIGE KONSTANTER

Starrelse Veerdi Starrelse Veerdi
Boltzmanns k=1,381E-23J/K Midd elmolekyl- m = 4,8097 E-26 kg
konstant massen for tor luft
Gaskonstanten R = 8,3142 J/(mol K) Avogadros tal N,= 6,022 E+23

Gaskonstanten for
tar luft

R, = 287,06 J/(kg K)

Molmassen af tgr
luft

M, = 0,028964 kg/mol

Densiteten af tar luft
ved STP

0 =1,29304 kg/m?

Antalsteethed af tar
luft ved STP

N, = 2,688 E+25 per m*®

Volumen per mol tar
luft ved STP

V, = 22,4 liter = 0,0224 m?®

Troposfeerisk aero-
sol skalahgjde

H, = 1000 meter

Trykket af tor luft
ved STP

po = 101325 N/m? = 101325

Atmo sfeerisk lufts

Hp = 7982 meter

Pascal = 1013,25 hPa skalahgjde

Tyngdeacceleration g =9,816 m/s? Brydningsindekset

af tar luftved STP

Mg = 1,000292

Tabel |: Her er nogle vigtige konstanter,
at nosfaens fysi k. Bemsxrk, at STP betyder
svarer her til T =273 Kogp =1 atm

man studerer
og tryk” og

som man far brug for, nar
“standard tenperatur

Skal ahgj den H, kan defineres sal edes, at
overfladen multipliceret med skal ahgj den svarer til antallet af

| uft mol ekyl er per areal enheden hele vejen fra jordens overflade til
atmosfaaen forsvinder ude i runmmet. Vi vil omlidt vaae i stand til
at beregne skal ahgjden. Men farst skal vi se pa en ligning, der
beskriver atmosfaxrens tryk- og densitetsvariation som funktion af
hgj den h over havet.

ant al st a2 heden N, ved hav-

Den hydrostatiske ligning

Figur 1 viser en luftsgjle med tvarsnitsareal
lille segnent i hgjden h med tykkel sen dh. Vi
bet egner trykket som funktion af hgjden p(h),
og standardtrykket ved overfl aden p, Dens-
iteten versus hgjde er (h), og jordens
tyngdeaccel erati on betegnes g og antages at
veg e ca. konstant op til de hgjder, der
komrer pa tale i denne samenhang.

A. Lag mex ke til det
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lov fortad ler os om stgrrelsen
der virker nedad pa |uftseg-

Newt ons anden
af kraften,
ment et ;
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Foeq = MASSE g = A dh g

Den opadgdende kraft skyldes trykforskellen
dp nmell em oversiden og undersiden af |uft-
segment et :

FOp = A (pzverst pnederst) = - A dp Figur L dp/dh s g



Lag meg ke til, at dp = Pgrerst - Prederst €F hegativ, fordi trykket fal-
der, nar hgjden stiger. Derfor skal der bruges et m nustegn foran
dp, sa den opadgdende kraft bliver til en positiv starrelse.

Nar luften er i ligevegt, vil den nedadrettede og den opadrettede
kraft pa luftsegmentet vage ens:
Frea = Fop <> Adh g =- Adp <=> dp/dh = - g

Slutresultatet betegnes den hydrostatiske ligning, og |ligningen er
én af den atnmosfaxiske fysiks grundl aggende | ovnessi gheder.

Ligningerne kombineres
Konbi neres dp/dh = - g med tilstandsligningen for atnosfaxen,
der blev fundet pa side 1, far man:

de_ .- g

an P97 P T

Li gni ngen er en differentialligning for trykket p som funktion af
hgj den h. Alle stgrrelserne i brgken til hgjre er konstanter, idet
denne nodel forudsadter, at tenperaturen er konstant. Derfor er
| gsningen til denne l|igning
_mg-h
k-T

p(h)=p, - e

Dvelse 2

Lag mexr ke til, at eksponentens taler er beliggenhedsenergien
Epor = mgh  for et luftnol ekyle, og nevneren er 2/3 af luftnole-
kyl ernes mi ddel bevagel sesenergi (da Eqgy = Y2nmv? = 3/2 kT ). Sa

| gsningen ind i differentialligningen, og bekradt, at | g@sningen
er i orden. VINK: Der er tale omen samensat funktion med h som
den vari abl e starrel se.

Dvelse 3
Gor rede for at hgjden h,, hvor det atnosfamiske tryk er halvt sa
stort som ved havoverfl aden, er givet ved:

h, - In2 - k- T
m-+*qg
I ndsad konstanter fra Tabel | og vis, at h,, = 5535 neter.

Bemex k, at dette resultat bygger pa den isoterm ske atnosfar enodel
hvori mod tenperaturen i troposfaen i virkeligheden falder ca. én
grad celcius for hver hundrede meter stigning. Resultatet kan sam
menl i gnes med “US Standard At nosphere (1962)” citeret af Earl M-
Cartney (Optics of the Atnmosphere, Wley & Sons, New York, 1976,
side 83), hvor h, er onmtrent 5600 neter. Altsa den isoterniske nodel
gi ver her en god overensstemel se med virkeligheden.

Bemex k, at man um ddel bart kan finde en formel for massefylden (h).
Benyt |igningen fra side 1:



_ mgh
m m kT
p(h) =p(h) + —— = —— "p, e “

Her med ser vi, at savel luftens densitet som lufttrykket aftager
eksponentielt med hgjden over havet.

Beregning af skalahgjden

Af sl ut ni ngsvi s kan vi beregne atnosfarens skal ahgj de H.. Kravet er,
at det sam ede antal npol ekyl er per areal enhed fra havets overfl ade
helt ud til rummet skal vare lig med N, He.. Antal stad heden N(h) er
lig med densiteten (h) delt med m ddel mmssen m af et enkelt

| uf t nol ekyl e.

- Igh _ Igh
Ny = LB P Ty L T
m k-T
Ved hjad p af integration kan man summere antallet op fra h = 0 til h
= , og dette tal skal sates lig med N, He.
_ mgh
*® . kT _ .
fONO e =N, - H,

P

kT IR
_ . T _
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Nar gramserne indsadtes reduceres
ovenst dende til

kT
== = H
(mg) :
Dvelse 4
I ndsed de fysiske storrelser og vis, at
skal ahgj den er lige lidt under 8 kil o-

meter. Resultatet er meget anvendeli gt,
nar man skal beregne ekstinktionen af
sol ens direkte indstraling, nar den
passerer gennem at nosf aren.

@Dvelse 5

Beregn ant al st a2 heden (ol ekyl er/ kubi k-
met er) ved havoverfl aden under STP.
Hvad bliver antal statheden pa toppen af
Mount Everest, hvor hgjden h = 8850
meter? Hvad er trykket i atmosfage?




